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基于软判决下的不删余极化码参数识别 
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摘  要：针对极化码盲识别问题，首先证明了能表征实际极化码码长、码率关系的定理 1 和定理 2 及区别冻结比

特位和信息比特位的定理 3。基于这 3 个定理，通过遍历可能的码长值，构建了码字矩阵和克罗内克矩阵，然后

遍历信息比特位，检测码字空间与疑似对偶空间的校验关系。为了检测校验关系，引入了对数似然比概念，基于

其统计特性和最优准则，估计出该遍历码长下的码率及信息比特位置，最终完成参数的识别。仿真结果表明，3
个定理的结论与仿真结果一致，且算法具有较强的容错性，在信噪比为 6.5 dB、码长为 1 024 条件下，参数识别

率能够达到 98%以上。 
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Recognition of non-drilled polar codes based on soft decision 
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Abstract: In order to solve the problem of the blind recognition of polar codes, the theorem 1 and theorem 2 were proved 
firstly, which reflects the relationship between length and rate of actual polar codes, and then theorem 3 which could dis-
tinguish frozen bit and information bit positions was also proved. Based on these three theorems, the codewords matrixes 
and Kronecker matrixes were constructed by traversing the possible code length values. Then the information bits were 
traversed to detect the check relationship between the codewords and the suspected dual space. In order to detect the 
check relationship, log likelihood ratio was introduced, based on its characteristics and optimal criteria, the code rate and 
information bit positions were estimated. The simulation results show that the conclusions of the three theorems are con-
sistent with the results. At the same time, the proposed algorithm has a strong error tolerance. Under 6.5 dB and code 
length of 1024, the rate of recognition can reach more than 98%. 
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1  引言 

为了对抗信道噪声的干扰，信道编码技术被广

泛应用于无线通信系统中。在各种信道编码类型

中，极化码是已从理论上证明，性能可逼近香农极

限的编码，目前这种编码已经被确定为 5G 通信中

eMBB 场景控制信道的编码方案，可以预见，在不

久的将来，应用了极化码的数字通信系统会越来越
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多地出现，然而，针对极化码参数识别的研究目前

还未见报道，对于非合作通信领域而言，极化码参

数识别问题是一个亟待解决的问题。 
目前，信道编码盲识别问题已经是非合作通信

领域研究的热点。从公开发表的文献来看，针对编

码识别的算法主要集中于线性分组码、循环码、卷

积码、Turbo 码、LDPC（low density parity check）
码等，而单独针对极化码参数识别的算法还未见公

开报道。针对线性分组码而言，目前大部分算法主

要基于秩准则算法[1-3]完成参数识别，这种算法计算

量大，且容错性不好；为了提高秩准则方法的容错

性，文献[4]分析了码字经高斯消元后，每一列上 0-1
分布特征，通过设定门限识别出线性相关列，从而

检测出秩亏，该方法容错性有较大的提升，但是计

算复杂度有明显的增加；文献[5]在高斯信道下，基

于码字之间的欧氏距离分布，对码字进行聚类，从

而识别出码长、生成矩阵等参数，该方法适用于低

码率、短码长下的分组码；针对循环码而言，目前

算法主要基于其严格的代数结构进行识别，如基于

码重统计方法[6]、欧几里得辗转相除法[7]及基于多

项式分解算法[8-9]等，这些方法都具有较好的工程实

用性；针对卷积码而言，文献[10]采用迭代的高斯

消元方法获取对偶向量，由于卷积码约束长度较

短，故该方法实时性较好，同时还具有一定的容错

性；为了进一步提升文献[10]算法的容错性，文献[11-13]
提出基于快速 Walsh-Hadarmard 变换（FWHT, fast 
Walsh-Hadarmard transform）的识别方法，该方法

本质上是一种穷举算法，虽然具有较好的容错性，

但是随着约束长度增加，算法的计算复杂度呈指数

增加；此外还有欧几里得算法[14]、快速双合冲算法
[15]等，这些算法复杂度低，适用于低误码情况；由

于 Turbo 码编码结构较为复杂，故针对 Turbo 码识

别主要分为三部分，即帧结构识别、分量编码器识

别和随机交织识别。对于帧结构识别，文献[16-17]
充分利用了 Turbo 码的编码结构，提出了基于差分

预处理的参数识别方法，该方法能够在信道环境恶

劣的情况下，完成 Turbo 码帧同步、交织长度及码

率等参数识别，这为后续分量编码器及交织器识别

准备了条件；针对分量编码器，文献[18-19]构造出

关于多项式系数的目标函数，然后基于梯度迭代优化

的方法求解多项式系数，该方法具有较强的实用性；

对于随机交织器识别，文献[20-21]综合了校验符合度

方法及 Turbo 码反馈迭代译码的思想，提出了预估矫

正识别方法，该方法具有较强的容错性，克服了随交

织长度增加，算法性能会急剧恶化的问题；针对LDPC
码的识别，文献[22-23]首次提出了基于高斯消元及2阶、

多阶行消元的稀疏校验矩阵重建方法；为了提升重建

方法的容错性，文献[24]将 LDPC 码迭代译码的思想

引入重建过程中，这使在有噪声条件下，LDPC 码重

建率有较大的提高，但是计算复杂度也有较大幅度的

增加。从上述分析来看，单独针对极化码参数识别的

算法还未出现，而目前实际工程中极化码的应用越来

越广泛，对于非合作通信而言，极化码参数识别问题

是一个亟待解决的难题。 
基于此，本文提出了基于软判决序列下的不删

余极化码识别算法，该算法基于极化码的编码结

构，首先给出并证明了有关极化码码长、信息比特

与冻结比特位置的 3 个定理，这 3 个定理是识别极

化码参数的理论基础；其次，引入了对数似然比

（LLR, log-likelihood ratio）概念，为了检测极化码

信息比特与冻结比特位置，详细分析了 LLR 的统计

特性，基于最小错误判决准则，设定最优判决门限，

最终实现了参数的识别。仿真结果证明了所提算法

的有效性及较好的容错性。 

2  极化码基本原理 

对于一个二进制离散无记忆信道W重复使用n次，

可以得到 n 个相互独立的信道，然后通过某种线性

变 换 ， 将 其 转 化 为 n 个 相 互 关 联 的 信 道
1:i n i

nW X −→Y X ，其中， X 为信道 W 的输入符号

{ }0,1 ；Y 为信道输出符号，为任意实数； nY 表示Y

的 n 维随机向量， 1i−X 表示 X 的 1i − 维随机向量。

当 n 充分大时，极化信道 1i
nW i n（ ≤ ≤ ）将趋近于 2 个

极端，即一部分极化信道容量趋近于 1，剩余部分

信道容量趋近于 0。在信息发送过程中，信息容量

为 1 的极化信道用来发送信息比特，而信道容量为

0 的极化信道用来发送冻结比特（冻结比特通常为

0），从而实现信息快速可靠的发送。极化码原理包

含信道合并、信道分裂两部分，下面分别就信道合

并、信道分裂及编码方法进行简要介绍。 
2.1  信道合并过程 

将 n 个独立无关联的信道合并成 : n
nW X →  

nY ，其中 n=2m。在信道合并过程中，由于系统的

信道容量不变，信道的转移概率为 

 ( ) ( )1 1 1 1| |n n n n n
n nW W=y u y u G  (1) 
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其中， 1
ny 为信道输出符号，即 ( )1 1 2, , ,n

ny y y= "y ； 1
nu

为信道输入符号，即 ( )1 1 2, , ,n
nu u u= "u ； nG 为极化

码生成矩阵。以 n=2 为例，即 2 2
2 :W X Y→ ，该信道

由 2个独立的信道W经信道合并而成，如图 1所示。 

 
图 1  W2 信道结构 

此时， 2W 的信道转移概率为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2 1 2 1 2 1 1 2 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2

, | , | |

, | , |

W y y u u W y u u W y u

W y y u u u W

= ⊕ =

⊕ = y u G  (2)
 

其中， 2

1 0
1 1
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

G 。 

对于一个码长为 n（n=2m）的极化码，其生成

矩阵满足条件[25]为 

 m
n n

⊗=G B F  (3) 

其中， nB 为比特反转置换矩阵，主要作用为将矩阵
m⊗F 的行顺序按照某种规则置换。以 n 等于 4 为例，

(0,1,2,3)的二进制数为(00,01,10,11)，将其二进制反

转后得到(00,10,01,11)，对应的十进制数为(0,2,1,3)，
从而得到比特反转置换矩阵为 

 

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

n

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B  (4) 

而 m⊗F 为 F 的 m 次克罗内克幂矩阵。在给出

克罗内克幂矩阵定义之前，首先给出两矩阵克罗内

克积的定义，设矩阵 , 1 ,1J T i ja i J j T× ⎡ ⎤= ⎣ ⎦A （≤ ≤ ≤ ≤ ），

矩阵 , 1 ,1R S i jq i R j S× ⎡ ⎤= ⎣ ⎦Q （ ≤ ≤ ≤ ≤ ），则矩阵

J T×A 与 R S×Q 的克罗内克积定义为 

1,1 1,2 1,

2,1 2,2 2,

,1 ,2 ,

R S R S T R S

R S R S T R S
J T R S

J R S J R S J T R S

a a a
a a a

a a a

× × ×

× × ×
× ×

× × ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⊗ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Q Q Q
Q Q Q

A Q

Q Q Q

"
"

# # % #
"

 

  (5) 
此时矩阵 J T×A 与 R S×Q 的克罗内克积结果为

JR TS× 的矩阵，而 F 的 m 次克罗内克幂矩阵为
1m m⊗ ⊗ −= ⊗F F F ， 其 中 0 1⊗ =F ， 通 常 有

1 0
1 1
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

F ，故有 

 
1

1 1

m
m

m m

⊗ −
⊗

⊗ − ⊗ −

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

0F
F

F F
 (6) 

2.2  信道分裂过程 
将 n 个相互独立的信道经过信道合并，得到

nW ，然后将 nW 分裂为 n 个相互关联的信道

{ }1: ,1i n i
nW X Y X i n−→ × ≤ ≤ ，则分裂后的子信道

i
nW 的转移概率[25]为 

 ( ) ( )
1

1
1 1 1 11

1ˆ, | |
2n n i

i

i n i n n
n i nn

X

W u W
−

+

−
−

∈

= ∑
u

y u y u  (7) 

其中， ( )1
1 1ˆ,n i−y u 与 iu 为分裂子信道 i

nW 的输入与输

出， 1
ny 为分裂信道的输入， 1

1ˆ
i−u 为已估计的前 1i − 个

信息序列。对于子信道 i
nW 的转移概率，通常采用递

推迭代关系[25]来计算，即 

( )
( ) ( )

2

2 1 2 2 2
2 1 1 2 1

2 1 2 2 2 2 2
1 1, 1, 2 1 2 1 1, 2

ˆ, |

1 ˆ ˆ ˆ, | , |
2

i

i n i
n i

i n i i i n i
n o e i i n n e i

u

W u

W u u W u

− −
−

− − −
− +

=

⊕ ⊕∑

y u

y u u y u
  

  (8) 

( )
( ) ( )

2 2 2 1
2 1 1 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1. 1, 2 1 2 1 1, 2

ˆ, |

1 ˆ ˆ ˆ, | , |
2

i n i
n i

i n i i i n i
n o e i i n n o i

W u

W u u W u

−

− − −
− +

=

⊕ ⊕

y u

y u u y u
  

  (9) 

其中， 2 1
1,ˆ i

o
−u 表示估计出的前 2 1i − 个序列中奇数位置

上的信息，而 2 2
1,ˆ i

e
−u 表示已估计出的前 2 1i − 个序列

中偶数位置上的信息。 
n 个独立信道经过线性变换合并为 nW ，然后分

裂为 n 个相互关联的子信道 1i
nW i n（ ≤ ≤ ），当 n趋

近于无穷大时，一部分子信道容量会趋近于 1，而

其余子信道容量会趋近于 0，这就是信道极化现象。

为了衡量子信道的可靠性，引入巴氏参数[25]，其定

义为 

 ( ) ( ) ( )| 0 |1
y Y

Z W W y W y
∈

= ∑  (10) 

从信道可靠性而言，巴氏参数含义正好与信道

容量相反，即 ( )Z W 值越大，信道可靠性越差，对

于巴氏参数的计算，目前有密度进化方法、高斯进
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化方法等，当信道为二进制删除信道时，巴氏参数

的递推计算表达式[25]为 

 ( ) ( )22
2

i i
n nZ W Z W=  (11) 

图 2 给出了在接收端擦除符号误判概率为 0.5

下，码长为 1 024，码率为
1
2
的极化码信道巴氏参

数分布，从图 2 可以明显看出分裂信道的可靠性趋

近于 2 个极端。 

 
图 2  子信道的巴氏参数分布 

2.3  极化码编码 
极化码主要利用信道极化的思想来编码，即利

用可靠性较高的分裂信道来传输有用的信息比特，

而利用可靠性较差的子信道传输冻结比特。设极化

码中信息比特位置集合为 ( ) ( ) ( ){ }1 , 2 , , kπ π π= "A ，

其补集 { }c 1,2, , \n=A A" ，对应的极化码码率为

k
n
，其编码 1

nx 为 

 ( ) ( )c
1 c
n

A n n= ⊕
A

x u G A u G A  (12) 

其中， nG 已由式(3)给出， ( )nG A 的行向量在 nG 中

的标号为集合 A ， ( )c
nG A 的行向量在 nG 中的标号

对应于集合 cA ， Au 为发送的信息比特， cA
u 为冻结

比特，通常冻结比特为 0，故 cA
u 为全零向量，式(12)

可以进一步简化为 ( )1
n

n= Ax u G A 。 

由极化码的编码结构可知，对于不删余极化码盲

识别而言，需要识别的参数为极化码码长、信息比特

位及冻结比特位。由于在实际通信系统中，发送的数

据都有固定的帧结构，在每一帧数据前会有 2 B 的同

步码，故本文假设已经利用帧同步码完成了码字同

步，主要的研究内容是利用软判决序列完成不删余极

化码码长、信息比特位置及冻结比特位置的识别。 

3  极化码识别模型建立 

3.1  极化码码长识别 
由于极化码码长满足 2mn = （m 为正整数）关系，

故可以遍历 m 的值，构造不同码长下的码字，然后寻

找某固定的特征，实现极化码码长识别，在给出具体

的码长识别步骤之前，首先给出定理 1 及定理 2。 

定理 1  对于码长为 n，码率为
k
n
的极化码码

字 ( )1 2, , , nc c c" ，如果将其分割为长度为
2
n
的码字

( ) ( )1 2
2 2 1 2 2

, , , , , ,,n n n nc c c c c c
+ +

" " ， 则 ( )1 2
2

, , , ,nc c c"  

( )
2 1 2 2

, , ,n n nc c c
+ +

" 等价于码长为
2
n
的极化码，且其码

率大于
k
n
。 

证明  设原极化码码长为 2mn = ，首先构造m 次

的克罗内克幂矩阵，即
1 1

1
2 2

1 1
m m

m
m

m m
− −

⊗ −
⊗ ×

⊗ − ⊗ −

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

0F
F

F F
，

其中， 1 12 2m m− −×
0 是维度为 1 12 2m m− −× 的全零矩阵。经

过矩阵 nB 行置换后 m⊗F 变为 nG ，抽取用于发送信

息比特位置集合 ( ) ( ) ( )( )1 , 2 , , kπ π π=A " ，不妨设

( ) ( ) ( )( )1 , 2 , , iπ π π" 为集合 1,2, ,
2
n⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

" 的子集，而

( ) ( ) ( )( )1 , 2 , ,i i kπ π π+ + " 为集合 1, 2, ,
2 2
n n n⎧ ⎫+ +⎨ ⎬

⎩ ⎭
"

的子集，则极化码的生成矩阵为 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ,
2

2 ,
2

1 ,1 1 ,2

2 ,1 2 ,2

,1 ,2 ,
2

1 ,1 1 ,2 1 ,1 1 ,21 , 1 ,
2 2

2 ,1 2 ,2 2 ,1 2 ,22 , 2 ,
2 2

,1 ,2 ,1,
2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

n

n

n

ni i i

n ni i i ii i

n ni i i ii i

nk k k kk

g g g

g g g

g g g

g g g g g g

g g g g g g

g g g g g

π

π

π π

π π

π π π

π π π ππ π

π π π ππ π

π π π ππ

+ + + ++ +

+ + + ++ +

=G A

" "

" "

# # % # # # % #
" "

" "

" "

# # % # # # % #
"

( ),2 ,
2
nk

g
π

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"

 

  (13) 
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其中， ( )nG A 中第 j 行元素对应于 nG 中第 ( )jπ 行

元素。当码长为 n 的极化码被分割为码长为
2
n
的码

字后，对应的新码字生成矩阵变为 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 ,1 1 ,2 1 ,
2

2 ,1 2 ,2 2 ,
2

,1 ,22 ,
2

,1 ,2 ,
2

n

n

n
ni i i

nk k k

g g g

g g g

g g g

g g g

π π π

π π π

π π π

π π π

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G

"

"

# # % #
"

# # % #
"

 (14) 

式(14)去除矩阵 ( )nG A 对折后出现的重复行

后，分 2 种情况来讨论矩阵
2
n′G 的秩情况。 

情况 1  矩阵
2
n′G 中每一行向量互不相同。 

由于
2
n′G 本质上是由 ( )nG A 对折得到的，故

2
n′G

每一行元素都能在 1m − 次的克罗内克幂矩阵中出

现，因此
2
n′G 生成的码字为码长为

2
n
的极化码。由

于
2
n′G 中每一行向量互不相同，故

2
n′G 为一个行满秩

矩阵，从而得到由
2
n′G 生成的码字码率为

2k
n

。 

情况 2  矩阵
2
n′G 中存在相同的行向量。 

不妨设矩阵
2
n′G 中相同的行向量数目为 s 个，由

于 1m − 次的克罗内克幂矩阵为满秩矩阵，故
2
n′G 中

第 1 行到第 i 行以及第 1i + 行到第 k 行中不会出现

重复行，故式(14)中重复行只能出现在前 i 行与后

k i− 行的交集中，不妨设重复行集合为 set，则有 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2set , , , , , ,i i i kπ π π π π π+ += " ∩ "g g g g g g (15) 

其中， ( ) ( )1j j kπ ≤ ≤g 为
2
n′G 中第 j 行向量。下面分

2
ki < ,

2
ki > 及

2
ki = 这 3 种情况讨论由

2
n′G 生成的码

字码率情况。 

当
2
ki < 时，由于 ( ) ( ) ( ){ }1 2set , , , iπ π π⊆ g g g" ，故 s i <≤  

2
k
，矩阵

2
n′G 的秩

2
kk s− > ，故码率

( )2 k s k
n n
−

> 。 

当
2
ki > 时，由于 ( ) ( ) ( ){ }1 2set , , ,i i kπ π π+ +⊆ "g g g ，

2
kk i− < ，故

2
ks k i− <≤ ，同理可知，码率

( )2 k s k
n n
−

> 。 

当
2
ki = 时 ， 分 2 种 情 况 讨 论 。 当

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, , , , , ,i i i kπ π π π π π+ +≠" "g g g g g g 时，此

时 s i< 且 s k i< − ， 故
2
ks < ， 所 以 码 率

( )2 k s k
n n
−

> ； 当 ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , iπ π π ="g g g  

( ) ( ) ( ){ }1 2, , ,i i kπ π π+ + "g g g ，由于极化码的信息比特位

置是按照巴氏参数的大小进行选择，故只有当 k n=
时，会出现这种情况，此时原极化码码率等于 1，
这与实际码率小于 1 的情况相矛盾，故该情况在

1k
n
< 条件下不会出现。 

综合上述几种情况可知，经分割后的码字码率

一定小于
k
n
。证毕。 

需要指出的是，定理 1 具有递推性，即分割的

码字长度为 , , , 2
4 8
n n " 时，码率会逐渐增大，直到增

加到 1。 

定理 2  对于码长为 n，码率为
k
n
的极化码

( )1 2, , , nc c c" , ( )1 2, , , nc c c′ ′ ′" ，被扩展为码长为 2n 的

( )1 2 1 2, , , , , , ,n nc c c c c c′ ′ ′" " 码字后，则扩展后的码字等

价于新的极化码，且新的极化码码率等于
k
n
。 

证明  不妨设码长为 n 的极化码生成矩阵为

n′G ，其中每一行对应式 (13) 中的行标号为

( ) ( ) ( )1 , 2 , , kπ π π′ ′ ′" ，即 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 ,1 1 ,2 1 ,

2 ,1 2 ,2 2 ,

,1 ,2 ,

n

n
n

k k k n

g g g

g g g

g g g

π π π

π π π

π π π

′ ′ ′

′ ′ ′

′ ′ ′

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"

"

# # % #
"

G  (16) 

扩展为码长为 2n 的码字生成矩阵为 

 2
n k n

n
k n n

×

×

′⎡ ⎤′ = ⎢ ⎥′⎣ ⎦

0
0
G

G
G

 (17) 
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其中， k n×0 为 k n× 的全零矩阵。 
由于 2n′G 为行满秩矩阵，故由 2n′G 生成的码字码

率为
2
2

k
n
，即

k
n
。将 2n′G 矩阵前 n 项与后 n 项相叠加，

得到 

 2
2

2 2

n k n
n

n n

×′⎡ ⎤′′ = ⎢ ⎥′ ′⎣ ⎦

0G
G

G G
 (18) 

由于行变换不会改变码字空间的结构，故生成

矩阵 2n′′G 与 2n′G 的码字空间一样，又因为 2n′′G 的每一

行正好为 1m + 次克罗内克幂次矩阵中一部分，故

2n′′G 生成的码字正好为码长为 2n 的极化码。证毕。 

定理 2 同样具有递推性，即当扩展的码长为

4 ,8 ,n n "时，码率同样会保持不变。 
由定理 1 和定理 2 可知，利用截获的序列构造

不同码长下的极化码码字，当码长小于实际极化码

码长时，该码字对应的码率会大于实际的极化码码

率；反之，当码长大于实际的码长时，对应的码字

码率会等于实际极化码码率，由此可知，在遍历一

系列码长中，真实的码长等于最小码率对应的最小

码长。从上述分析可知，极化码码长识别的关键在

于准确识别出不同遍历码长下的码字码率，传统方

法一般基于高斯消元方法求取码率，但是这种方法

容错太长。从极化码编码原理来看，如果能识别出

克罗内克矩阵中信息比特位和冻结比特位，则不仅

可以间接识别出码率，还能识别出极化码的生成矩

阵，下面重点讨论极化码信息比特位与冻结比特位

的识别方法。 
3.2  信息比特位与冻结比特位识别 

由第 2 节中极化码的编码原理可知，极化码的

生成矩阵中每一行向量都是克罗内克幂矩阵中行

向量的一部分，故需要判断出克罗内克幂矩阵中哪

些是信息比特位置，哪些为冻结比特位置，在给出

具体的识别方法之前，首先给出定理 3。 
定理 3  记极化码的 m 次克罗内克幂矩阵

为 ( 2 )m
n n =H ， 发 送 的 信 息 比 特 位 置 集 合

( ) ( ) ( ){ }1 , 2 , , kπ π π= "A ，剔除掉矩阵 nH 中第 i 行

向量后，得到新的矩阵为 i
nH ， i

nH 对应的对偶向量

为 ih ，当 i∈ A 时且位置 i 对应的信息比特不为零

时， ih 与码字不构成正交关系；反之，当 i∉ A 时，

ih 正交于码字空间。 
证明  不妨设 nH 的行向量为 1 2, , , n"g g g ，即 

 
TT T T

1 2, , ,n n⎡ ⎤= ⎣ ⎦"H g g g  (19) 

当剔除 nH 中第 i 行，且 i∉ A 时，有 

( ) ( ) ( ){ } { }1 2 1 11 2, , , , , , , , ,i i nkπ π π − +⊆" " "g g g g g g g g  

  (20) 

不妨设由 ( ) ( ) ( )1 2, , , kπ π π"g g g 张成的空间为 1V ，

由 1 2 1 1, , , , , ,i i n− +" "g g g g g 张成的空间为 2V ，则

1 2⊆V V ，其对偶空间满足 2 1
⊥ ⊥⊆V V ，又因为 2

⊥V 由 ih
张成，故有 ih 正交于 1V ，即 ih 与极化码码字正交；

当 i∈ A 且位置 i 对应的信息比特不为零时，

1 2⊄V V ，故有 2 1
⊥ ⊥⊄V V ，即 ih 不再与极化码码字正

交。证毕。 
从定理 3 可知，为了识别出码长为 n 的极化码

信息比特位，可以首先构造 m 克罗内克幂矩阵，其

中，n 满足 2mn = ，然后从第 1 行到第 n 行依次剔

除克罗内克幂矩阵中行向量，然后求取其对应的对

偶向量，如果对偶向量与码字构成正交关系，剔除

的位置为冻结比特位，反之则为信息比特位，从而

识别出在遍历的码长 n 下，所有的信息比特位及冻

结比特位，然后间接求解出码率。由于矩阵 i
nH 的

维度为 ( )1n n− × ，故 i
nH 的对偶空间维度为1 n× ，

利用初等行变换与列变换可以得到 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1|i
i n i n n n− × − − ×

⎡ ⎤= ⎣ ⎦R H S I P  (21) 

其中， iR 为行变换矩阵， iS 为列变换矩阵， ( ) ( )1 1n n− × −I

为 ( ) ( )1 1n n− × − 的单位矩阵。由式(21)可以直接获

得 i
nH 的对偶向量 ih 为 

 ( )1 1

1
n

i i
− ×⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P
h S  (22) 

即 T 0i
n i =H h 。 

由于在信息传输过程中，码字会受到噪声的干

扰，不妨设剔除的行标号为 k ′，则无论遍历的位置

k ′是否为冻结比特位置， k ′h 与码字都不会完全构

成校验关系，此时有必要对码字是否与 k ′h 构成校验

关系进行检测，由于极化码码长较长，硬判决序列

不可避免会造成信息的丢失，故本文利用软判决序

列来对码字的校验关系进行检测。 
设信号的调制方式为 BPSK，即星座图映射方

式为码元 1 映射为+1，0 映射为−1。设遍历的极化

码码长为 n′，利用截获的软判决序列 r 构造出 N 个

码字，则码字矩阵 T 为 
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1,1 1,2 1,

2,1 2,2 2,

,1 ,2 ,

n

n

N N N n

r r r
r r r

r r r

′

′

′

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

# # % #
"

T  (23) 

其中， 1,1 1,2 1, ,1 ,2 ,, , , , , , , ,n N N N nr r r r r r′ ′⎡ ⎤= ⎣ ⎦" " "r 。 

设 ,i jc ( )1 ,1i N j n′≤ ≤ ≤ ≤ 对 应 于

( ), 1 ,1i jr i N j n′≤ ≤ ≤ ≤ 的码元，则有 

 , , ,2 1i j i j i jr c n= − +  (24) 

其中， ,i jn 服从均值为 0、方差为 2σ 的高斯分布，

即 ( )2
, 0,i jn σ∼ N 。 

首先定义 ( ), 1 ,1i jr i N j n′≤ ≤ ≤ ≤ 的对数似然

比为 

 
( )
( )

, , ,
, 2

, ,

0 | 2
ln

1|
r i j i j i j

i j
r i j i j

P c r r
l

P c r σ

⎛ ⎞= −
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟=⎝ ⎠

 (25) 

在信息比特与冻结比特位置遍历过程中，设当

遍 历 到 第 k ′ 行 时 ， 对 应 的 对 偶 向 量 为
TT

,1 ,2 ,, , ,k k k k nh h h′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤= ⎣ ⎦"h 。为了方便说明码字与 T
k ′h

之间的校验关系，不妨单独提出式(23)中第 i 行元

素来研究即 ,1 ,2 ,, , ,i i i i nr r r ′⎡ ⎤= ⎣ ⎦"r ，对应于发送时的比

特序列为 ,1 ,2 ,, , ,i i i i nc c c ′⎡ ⎤= ⎣ ⎦"c ，则定义在 ir 条件下，

ic 与 T
k ′h 构成校验关系的概率为 

 , , ,
1

0 |
n

i k r i t k t i
t

P c hϒ
′

′ ′
=

⎛ ⎞
= ⊕ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ r  (26) 

设 T
k ′h 的码重为 w ，元素为 1 的位置为

,1 ,2 ,, , ,k k k wv v v" ，则由式(26)可进一步得到 

 
,, , ,

1
0 |

k t

w

i k r i v k t i
t

P c hϒ ′ ′
=

⎛ ⎞
= ⊕ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ r  (27) 

则 ,i kϒ ′的对数似然比为 

 
,

,
, ,

1,

ln
1 k t

w
i k

i k i v
ti k

l l
ϒ

ϒ
ϒ

′
′

=′

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑	  (28) 

其中，“	”表示盒子格运算，即 

 
1 2

1 2
1 2

1 tanh tanh
2 2ln

1 tanh tanh
2 2

x x

x x
x x

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

�	  (29) 

由文献[26]可知， ,i klϒ ′可进一步化简为 

 ( ) ( ), ,, , ,1, ,
1

sign min
k t k t

w

i k i v i vt w
t

l l lϒ
′ ′′

=
=

≈∏ "
 (30) 

式(30)仅仅考虑了第 i 个码字与 T
k ′h 的校验关

系，如果将全体码字考虑进去，可进一步得到平均

对数似然比，即 

 ,
1

1 N

k i k
i

l l
N

ϒ ϒ′ ′
=

= ∑  (31) 

本文将 klϒ ′ 作为 T
k ′h 是否与码字构成校验关系

的统计量，首先考虑以下两类假设检验。 

1H ： T
k ′h 与极化码码字构成校验关系，即位置 k ′

为冻结比特位置。 

0H ： T
k ′h 与极化码码字不构成校验关系，即位

置 k ′为信息比特位置。 

为了方便讨论，令随机变量 ( ),, ,
1

sign
k t

w

i k i v
t

X l
′′

=

=∏ ，

,, ,1, ,
min

k ti k i vt w
Y l

′′ =
=

"
。在假设条件 0H 下，由于 T

k ′h 与码

字不构成校验关系，故 ( ), 0E | 0i klϒ ′ =H ，由方差的

计算方法可知 

 
( ) ( )

( ) ( )

2
, 0 , 0

2 2
, 0 , 0

Var | E |

E | =E |

i k i k

i k i k

l l

l l

ϒ ϒ

ϒ ϒ

′ ′

′ ′

= −H H

H H  (32)
 

因为 2 2 2
, , ,=i k i k i kl X Yϒ ′ ′ ′，又由于 ,i kX ′ 为+1 或是−1，

故 2
, 1i kX ′ = ，故 2 2

, ,=i k i kl Yϒ ′ ′ ，从而有 ( )2
, 0E |i klϒ ′ =H  

( ) ( )2 2 2
, , 0 , 0E | E |i k i k i kX Y Y′ ′ ′=H H 。因为没有 ,i kX ′ 的影

响，也就不存在 0H 和 1H 限制，故 2
,i kY ′的取值与假

设条件 1H 与 0H 无关，从而有 ( ), 0Var |i klϒ ′ =H  

( )2
,E i kY ′ 。 

在假设条件 1H 下，由于 T
k ′h 与码字存在构成校

验关系，由于受到噪声干扰，码字中可能会出现误

码。在存在误码条件下，校验关系仍然成立的条件

为码字中出现误码的位置为 k ′h 中元素 1 所对应的

位置，同时出现误码的个数必须为偶数个，由此可

知，在假设条件 1H 下， ,i klϒ ′的期望为 

 ( ) ( ) ( ), 1 , 1E | 2 1 E |i k i kl P Yϒ ′ ′= −H H  (33) 

其中，P 为 

 ( )
2

22 2

0
1

w

w ii i
w e e

i
P C p p

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

−

=

= −∑   (34) 

其中， ep 为 BPSK 调制和噪声方差为 2σ 下的误码

率值，即 

 
2

10.5erfc
2ep
σ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (35) 
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其 中 ， ( )erfc x 为 互 补 误 差 函 数 ， 定 义 为

( ) 22erfc e dt

x
x x−=

π ∫
∞

。 

在假设条件 1H 下， ,i klϒ ′的方差为 

 ( ) ( ) ( )22
, 1 , , 1Var | E E |i k i k i kl Y lϒ ϒ′ ′ ′= −H H  (36) 

对于 ( )2
,E i kY ′ 与 ( ), 1E |i klϒ ′ H 而言，可以利用期

望的定义，直接利用截获的软判决序列求取。 
在假设条件 0H 与 1H 下，随机变量 ,i klϒ ′统计特

性得到之后，本文可以很容易得到 klϒ ′在两类假设

条 件 下 的 均 值 与 方 差 ， 即 ( )0E | 0klϒ ′ =H , 

( ) ( ), , 0
0

Var |
Var | i k i k

k

X Y
l

N
ϒ ′ ′

′ =
H

H , ( )1E |klϒ ′ =H  

( ), , 1E |i k i kX Y′ ′ H , ( ) ( ), , 1
1

Var |
Var | i k i k

k

X Y
l

N
ϒ ′ ′

′ =
H

H 。为

方便描述，记 ( )0 0E |klμ ϒ ′= H , 2
0σ = ( )0Var |klϒ ′ H , 

( )1 1E |klμ ϒ ′= H , ( )2
1 1Var |klσ ϒ ′= H 。 

设两类假设的判决门限为Λ，则虚警概率 fP 与

漏警概率 aP 分别为 

 
( )20

2
02

f
0

1 e d
2π

x

P x
μ

σ

Λ σ

− −
+∞

= ∫  (37) 

 
( )21

2
12

a
1

1 e d
2π

x

P x
μ

Λ σ

σ

− −

−∞
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在无先验知识的情况下，两类假设条件出现的

概率相同，故平均错误判决概率 erP 为 

 er f a
1 1
2 2

P P P= +  (39) 

将 erP 对Λ求导数，并令其导数等于 0，得到 
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式(40)等号两边取对数，将其化为一元二次方

程，求得最小错误判决门限为 
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0 1 1 0 0 1 0 1 1 0

0
opt 2 2

0 1

lnσσ μ σ μ σ σ μ μ σ σ
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  (41) 

利用截获的数据构造出不同码长的极化码，然

后剔除 m 次克罗内克幂矩阵中第 k ′行元素，求解校

验向量，同时计算统计量 klϒ ′ 及门限 optΛ ，一旦

optklϒ Λ′ > 时，可以断定位置 k ′为冻结信息位置，反

之则判定为信息比特位置，从而实现极化码生成矩

阵的识别。 
3.3  极化码参数识别算法流程 

利用 3.2 节中求解的门限 optΛ 与统计量 klϒ ′进

行比较，一旦 optklϒ Λ′ ≤ ，则判定假设条件 0H 成立，

此时剔除的矩阵行对应的位置可判定为信息比特

位置，从而实现在该遍历码长下码率及信息比特位

置的识别，最后利用定理 1 和定理 2 的结论识别出

真实极化码码长，同时获得该码长下的信息比特位

置，具体如算法 1 所示。 
算法 1  极化码参数识别算法 
输入  minn , maxn ,软判决序列 r 

输出  码长 n̂与生成矩阵 Ĝ  
1) 初始化： 0j = , =∅set  
2) for minn n=  to maxn  do 
3)    cout=0, 1j j= + , 0 = ∅set  
4) 构造 m 次的克罗内克矩阵 n n×D 及码长为 n

的码字矩阵 
5)    for 1k ′ =  to n  do 
6)      剔除 n n×D 中第 k ′行元素，求取对偶

向量 T
k ′h  

7)      求取统计量 klϒ ′与门限 optΛ  

8)      if optklϒ Λ′ <  do 

9)      判定位置 k ′为信息比特位置 
10)     cout=cout+1 
11)     0 0[ ; ( ,:)]n n k× ′= Dset set  

12)     end if 
13)   end for 
14) end for 

14) ( ) coutj
n

ρ =  

15) index find( min( ))ρ ρ= =  

16) ( ) ( )minlb index 1 1ˆ 2 nn + −=  
17) ˆ {index(1)}=G set  

3.4  算法计算复杂度分析 
不妨设截获的数据量为 L，遍历的码长范围为

min2m
～ max2m 。当遍历的码长为 min max2 ( )m m m m≤ ≤

时，需要对 2m 个信息比特位置进行遍历，而对每一

个信息比特位置进行遍历时，需要进行
2m

L⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

次元素
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大小比较、
2m

L⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

次向量加法运算及一次门限解算。

由于克罗内克积矩阵构造是固定的，故在识别之前，

可以将对偶向量求解并保存，从而减少计算量。为方

便描述，本文把一次比较大小等价为一次向量加法运

算，将以此门限计算等价于 20 次向量乘法，故对码

长为 2m 进行遍历时，需要20 2m× 次向量乘法和 2mL
次加法运算。对不同遍历码长下的计算量求和，得到

总的乘法计算复杂度为
max

min

20 2
m

m

m m=
×∑ ，加法复杂度为

max

min

2
m

m

m m
L

=
∑ 。由此可见，本文算法计算量近似与截获

的数据长度及遍历的最大码长成线性增加。 

4  仿真分析 

在本节仿真中，首先验证本文算法对极化码参

数识别的有效性；其次，考察极化码码长、截获码

字数目及码率 3 个因素对算法正确识别率的影响；

最后，对比了在硬判决与软判决 2 种条件下算法的

性能，以突出软判决序列的优势。 
4.1  算法有效性验证 

本节中设定极化码码长为 128，码率为
1
2
，设

定遍历的码长为 4～1 024（对应 m 取值范围为 2～ 
10）。考察在高信噪比及低信噪比 2 种情况下算法

有效性。设高信噪比为 35 dB，低信噪比为 5 dB，
设定码字个数为 5 000 个。在这 2 种情况下，记录

不同码长对应的码率及在码长为 128 的情况下下，

平均 LLR 值及门限，结果如图 3 所示。 
首先，从图 3(a)和图 3(c)来看，当遍历的极化

码码长小于实际码长 128 时，码长逐渐减小，码率

逐渐增加，直到增加到 1；而当编码的码长大于

128 时，码长逐渐增加，而码率保持不变，这与定

理 1 与定理 2 的结果完全一致；其次，分析图 3(b)
及图 3(d)可知，当剔除的位置为冻结比特位置时，

对应的对偶向量与码字能够保持校验关系，反之当

  
图 3  低信噪比与高信噪比下，本文所提算法的有效性验证 
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剔除的是信息比特位置时，对偶向量与码字之间的

校验关系不在成立，这说明定理 3 的结论是一致的。

通过设定的判决门限来检测这种校验关系，正好能

识别出信息比特位置，从而完成极化码生成矩阵的

识别。虽然图 3(d)中码字受到了噪声的干扰，但是

设定的门限仍然能够有效地完成参数识别，这说明

本文提出的算法对噪声具有较强的稳健性。 
4.2  算法容错性验证 

1) 码长对算法性能的影响 
仿真设定极化码码长分别为 32、64、128、256、

512 和 1 024，每种极化码的码率为
1
2
，每一种极化

码下的码字为 2 000 个，设定信噪比范围为−2～8 
dB，间隔为 0.25 dB，蒙特卡罗实验次数为 1 000，
统计在不同信噪比下每种极化码参数（包括码长、

信息比特位和冻结比特位）的识别率，结果如图 4
所示。 

 
图 4  不同码长对算法影响 

从图 4 结果来看，本文所提算法的性能随着码

长的增加，性能逐渐变差，主要原因在于，在同一

码率条件下，码长越长，需要准确识别的极化码的

信息比特位置就越多，故在同等条件下，码长越长，

出现对信息比特位置的误判概率就越大，故越难识

别极化码参数。此外，从识别率来看，本文所提算

法在信噪比为 6.5 dB 条件下，对码长为 1 024 的

极化码参数识别率达到 98%以上，这说明了算法具

有较好的低信噪比稳健性。 
2) 码字数目对算法影响 

仿真设定极化码码长为 256，码率为
1
2
，设截

获的码字个数分别为 1 000、2 000、3 000、4 000
和 5 000，信道噪声环境为 2.5～5.5 dB，蒙特卡罗

实验次数为 1 000，统计在不同信噪比下，极化码

参数正确识别率，结果如图 5 所示。 

 
图 5  不同码字数目对算法影响 

从图 5 结果来看，通过增加极化码码字个数，

可以有效地提高参数识别正确率。主要原因在于，

码字个数越大，求取的统计量就越近理论均值，此

时对信息比特位置的误判概率就会减少，从而算法

识别性能就增加了。 
3) 码率对算法影响 
仿真设定极化码码长为 64 和 128，每种码长下

的极化码码率分别为
1
4
、

1
3
、

1
2
及

3
5
。设定截获的

码字个数为 2 000 个，蒙特卡罗实验次数为 1 000 次，

统计 2 种码长在不同码率下极化码参数的正确识别

率，结果如图 6 所示。 

 
图 6  不同码率对算法的影响 

从图 6 结果来看，极化码参数识别概率与码率
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大小关系不大。主要原因在于，虽然码率增加，会

导致信息比特位置的增加，但是在识别过程中，每

种码率上的信息比特位置所对应的对偶向量码重

却非常接近并且都比较小，即使码率增加，信息比

特位置的误判率变化也不会太大，故在不同码率

下，极化码识别非常接近。 
4.3  与硬判决方法对比 

为了突出采用软判决序列的优势，本节将采用了

硬判决序列的算法进行对比。仿真设定极化码码长为

64、128、256 及 512，每种极化码码率为
1
2
，截获的

码字个数为 2 000，设定信噪比范围为 0～7 dB，间隔

0.25 dB取值，蒙特卡罗实验次数为1 000，统计在2 种

不同序列类型下，算法的识别性能，结果如图 7 所示。 

 
图 7  与硬判决算法对比 

从图 7 结果来看，基于软判决序列的识别方法

性能要明显好于基于硬判决的方法，软判决算法的

性能提升近 0.5 dB。主要原因在于，与硬判决序列

相比，软判决序列包含丰富的信道噪声信息，而本

文所提算法能够充分利用软判决序列，故其在低信

噪比下的稳健性会更强。 

5  结束语 

基于极化码的编码结构，首先给出并证明了定

理 1 和定理 2，即原始极化码具有最小的码率，同

时所有具有最小码率的极化码码长中，原始极化码

的码长最短；其次为了求解不同码长下极化码的码

率、信息比特位及冻结比特位，给出并证明了定理 3；
然后为了在低信噪比情况下实现极化码信息比特

位置参数识别，引入了 LLR 概念，基于定理 3 及

LLR 的统计特性，设定出最优的信息比特位判决

门限，从而在低信噪比下，快速识别出极化码编

码参数。仿真结果验证了本文所提算法的有效性

和较强的低信噪比下的容错性，在非合作通信领

域具有较好的应用前景。 
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